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Einleitung. 



Im Vergleich mit der umfangreichen Literatur über die 
Theorie der ebenen Fachwerke ist diejenige über räumliche 
Fachwerke nicht allzu umfangreich. Und doch kommen ebene 
Fachwerke für sich allein in der Praxis nicht vor, da ja stets 
mehrere solcher Fachwerke untereinander verbunden sind und so 
immer ein räumliches Fachwerk bilden. Bei jeder kleinen 
Eisenbahnbrücke bilden die beiden Hauptträger mit ihren Quer- 
und Windverbänden ein räumliches Fachwerk. Trotzdem hat 
man diese einfache Tatsache lange Zeit unberücksichtigt gelassen 
und sich z. B. bei Eisenbahnbrücken im Wesentlichen damit 
begnügt, nach Verteilung der Lasten auf die beiden Hauptträger 
diese als ebene Fachwerke zu berechnen. Solche unter Außer- 
achtlassung der räumlichen Verhältnisse ausgeführte Berechnungen 
hat man später denn auch als eine der möglichen Ursachen hin- 
gestellt, welche den vielbesprochenen Einsturz der Mönchensteiner 
Brücke bei Basel im Jahre 1891 herbeiführten. Ungefähr um 
diese Zeit datiert auch der Beginn einer eingehenden Beschäftigung 
mit den Wirkungen der Kräfte in räumlichen Fachwerken. 
Föppl, Landsberg, Mohr, Müller-Breslau und Zimmer- 
mann haben seitdem viel über dieses Gebiet veröffentlicht und 
hierbei auch gezeigt, in welcher Weise die uns bei den ebenen 
Systemen geläufigen Berechnungsmethoden auf die schwierigeren 
räumlichen Systeme angewendet werden können. 

Hierbei ist es dem Verfasser dieser Schrift aufgefallen, daß 
die erwähnten Arbeiten sich fast ausschließlich mit statisch be- 
stimmten Systemen befaßten. Seit der Veröffentlichung einiger 

Sachs, Berechnung raumlicher Fach werke. 1 



Aufsätze von Müller-Breslau über achteckige Turmspitzen und 
über die Biegungsspannungen in ebenen , gelenklosen Ringen 
(Zentralbl. d. Bauverw. 1892, S. 256; Zeitschr. d. Ver. deutscher 
Ing. 1898 und 1899) ist über statisch unbestimmte Raumfachwerke 
nichts mehr erschienen. Und dennoch sind nach einer Bemerkung 
von Müller-Breslau in einer der eben genannten Veröffent- 
lichungen bei Kuppeln die statisch unbestimmten Bauweisen 
vorzuziehen. 

Die vorliegende Abhandlnng will nun den Versuch machen, 
die bezeichnete Lücke zum Teil auszufüllen. Es sollen allgemein 
gültige Formeln für die Berechnung statisch unbestimmter Kuppel-, 
Zelt- und Turmdächer hergeleitet werden, d. h. Formeln, welche 
bei der Berechnung eines jeden solchen Daches Verwendung 
finden können, sobald dieses nur über einem regelmäßigen 
Polygon errichtet ist und bezüglich der Auflagerung gewissen, 
später zu besprechenden Bedingungen genügt. Eine weitere 
Bedingung für die Gültigkeit der hergeleiteten Formeln ist die, 
daß die Dächer (vergl. Abb. 8) Gratstäbe besitzen, welche in 
allen Stockwerken in einer, durch die Mittelachse gehenden 
senkrechten Ebene liegen. Die Gültigkeit ist aber ausgeschlossen 
für sogenannte Netzwerkskuppeln. Es wird sich demnach bei 
den Kuppeln handeln um oben offene bezw. durch einen 
Laternenring abgeschlossene Schwedlerkuppeln. Ihre Gratstäbe 
haben in jedem Stockwerke verschiedene Neigung gegen die 
Horizontale. Bilden die Gratstäbe jedoch eine, durch alle Stock- 
werke durchgehende Gerade, so haben wir es mit Zelt- oder 
Turmdächern zu tun, je nachdem ein flaches oder sehr steiles 
Dach vorliegt. Unter „Kuppeln" wollen wir im folgenden stets 
sämtliche drei vorgenannten Dacharten verstehen. Wir lassen 
also bei dieser Bezeichnung die Neigung der Gratstäbe gegen- 
einander, sowie die größere oder geringere Steilheit des Daches 
dahingestellt. 

Die hergeleiteten Formeln erscheinen auf den ersten Blick 
etwas umständlich, besonders im Vergleich mit graphischen 
Methoden, die ja in speziellen Fällen einfacher sein können. Sie 
sollen auch nur einen stets gangbaren Weg für die Berechnung 
aller Kuppeln zeigen und nicht zur allgemeinen Anwendung 
empfohlen werden. Bei näherer Betrachtung gewinnen jedoch 



die Formeln an Einfachheit insbesondere für denjenigen, welcher, 
wie Mohr (Zentralbl. d. Bauverw. 1903, S. 238), bei räumlichen 
Fachwerken die analytischen Methoden grundsätzlich vorzieht. 

Die nachfolgenden Ableitungen sollen auch für denjenigen 
Ingenieur verständlich sein, welcher sich mit Raum fach werken 
noch nicht beschäftigt hat. Es sind daher im Teil I diejenigen 
Verfahren zusammengestellt, deren Kenntnis zum Verständnis 
des Folgenden erforderlich ist. 

Da ferner die statisch unbestimmten Fachwerke in der aus 
der Theorie der ebenen Fachwerke bekannten Weise auf die 
Berechnung statisch bestimmter zurückgeführt werden, sind im 
Teil II zunächst die allgemeinen Formeln für statisch bestimmte, 
oben durch einen Lalernenring abgeschlossene Kuppeln ab- 
geleitet worden. 

Teil III bringt die Formeln für die statisch unbestimmten 
Systeme. 

Teil IV zeigt die Anwendung der hergeleiteten Formeln an 
einigen Beispielen. 
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Erster Teil. 



Allgemeines. 



Kap. 1. Auflagerbedingungen. 

Wird ein Knotenpunkt in der Weise gelagert, daß er sich 
in einer Ebene frei bewegen kann, so ist ihm nur eine Auflager- 
bedingung vorgeschrieben. Dieses ist bei einem nach allen Seiten 
verschieblichen Gleitlager der Fall. Man kann sich in diesem 
Falle den Knotenpunkt anstatt durch das Auflager auch durch 
einen langen Stab gehalten denken. 

Wird ein Knotenpunkt durch die Auflagerung gezwungen, 
sich in einer Geraden zu bewegen, so sind ihm 2 Auflager- 
bedingungen vorgeschrieben. Man kann sich hier den Knoten- 
punkt durch 2 Stäbe gehalten denken. 

Kann sich ein Knotenpunkt infolge seiner Auflagerung nach 
keiner Richtung bewegen, so sind ihm 3 Auflagerbedingungen 
vorgeschrieben. Man kann sich hier den Knotenpunkt durch 
3 Stäbe gehalten denken, die nicht in einer Ebene liegen dürfen. 

Diese Auffassung der Auflagerbedingungen als Stäbe ge- 
währt manche Vereinfachungen; es soll von ihr im folgenden 
stets Gebrauch gemacht werden. 



Kap. 2. Statische Bestimmtheit der Kuppeldächer. 

Die an einem Knotenpunkte angreifenden Kräfte, äußere 
Kräfte und Stabkräfte, einschließlich der Auflagerstäbkräfte, sind 
miteinander im Gleichgewicht. Für jeden Knotenpunkt lassen 
sich aber drei Gleichgewichtsbedingungen aufstellen. Ist nun die 
^nzahl der unbekannten Stäbe nicht gröfler als die Anzahl der 



vorhandenen Gleichgewichtsbedingungen, so ist die erste Be- 
dingung dafür erfüllt, daß das Fachwerk statisch bestimmt sei. 

Bezeichnet 

h die Anzahl der Knotenpunkte, 

s die Anzahl der Stäbe, einschl. der Auflagerstäbe, 

so muß, wenn die statische Bestimmtheit eines Raumfachwerkes 
möglich sein soll, die Bedingung erfüllt, sein: 

(1) Ä = 3*. • 

Die Mindestanzahl an Stäben, welche durch diese Bedingung 
verlangt wird, ist auch für die Steifigkeit erforderlich, aber nicht 
immer ausreichend. Es spielt hierbei auch die gegenseitige Lage 
der Stäbe eine Rolle. Näheres über diesen, für räumliche Fach- 
werke überaus wichtigen Punkt findet sich in der Dissertation 
von Ph. Völker: „Die Beziehungen zwischen den Auflager- 
bedingungen und Stabkräften beim ebenen und räumlichen Fach- 
werk", Darmstadt 1902. Hier möge die Feststellung genügen, 
daö unsere im 2. Teil betrachteten Kuppeln Flechtwerke im Sinne 
von „Föppl, das Fachwerk im Räume", 2. Abschnitt, Kap. 1, 
sind und daher brauchbare Fachwerke ergeben. 



Kap. 3. Gegendiagonalen. 

Fachwerke mit Gegendiagonalen sind eigentlich stets statisch 
unbestimmt. Man pflegt jedoch je zwei Gegendiagonalen in der 
Berechnung durch eine steife Diagonale zu ersetzen. Bei einem 
solchen Ersatz einer Diagonale durch die andere ändern sich nur 
die Spannkräfte der Stäbe des betreffenden Faches. Die Größe 
dieser Aenderung geht aus folgender Betrachtung hervor. 

Hat man nach den später zu entwickelnden Formeln ein 

bestimmtes Dm (Abb. 1) gefunden, so hebe man (Abb. 2). diese 
Beansptuchung durch zwei gleich große entgegengesetzt gerichtete 

Kräfte Z)„ auf. Der Kräfteplan in Abb. 3 ergibt dann die Zu- 
satzspannkräfte: 

r-4- 1 r • 
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In den Gegendiagonalen entsteht dann die Beanspruchung 



(2) 
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(MüUer-Breslau, Zentralbl. d. Bauverw. 1892, S. 201.) 



Kap. 4. Erste Grundaufgabe. 

Zerlegung einer gegebenen Kraft nach 3 gegebenen Rich- 
tungen. (Müller -Breslau im Zentralbl. d. Bauverw. 1902, S. 62.) 

Bezeichnet in Abb. 4: 

Äi, 82 i S^ die 3 gegfebenen Richtungen, ausgehend von Punkt A, 

Q die nach Richtung und Größe gegebene Kraft, 

1, 2, 3, B die Schnittpunkte von S^ S^, S^, Q m einer, als 
GrundriBebene gewählten Ebene, 

q die Länge AB, 

Sl M »» -^1» 

h „ Höhe von Ä über der Grundrißebene, 

c und d die Entfernungen der Punkte B und 1 von der Ge- 
raden 2, 3, gemessen in beliebiger, aber gleicher 
Richtung. 

Da die am Punkte A wirksamen Kräfte miteinander im 
Gleichgewicht sein sollen, so muß das Moment von Q^ bezogen 
auf eine beliebige Achse, gleich sein der Summe der Momente 
von 81 f iSg, /^s, bezogen auf dieselbe Achse. Will man nun 
z. B. die Größe der in Richtung 81 fallenden Komponente von Q 
ermitteln, so wähle man als Momentenachse die Gerade 2, 3, 
weil dann die Momente von 82 und 8^ verschwinden. Die frag- 
lichen Kräfte Äi und Q werden in ihren Aktionslinien soweit 
verschoben, bis sie an den Punkten 1 und B angreifen. Dann 
werden sie in je 2 Komponenten zerlegt, je eine wagerechte, die 
durch die Momentenachse gehen und daher das Moment haben, 

Ji h 

und je eine senkrechte: Ä — bezw. Q — . Die Momenten- 

^ St ^ q 

gleichung lautet dann: 



Hieraus folgt: 
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Betreffs des Vorzeichens merke man sich die Regel, daß 
die beiden Seiten der Gleichung gleiches Vorzeichen haben, 
wenn die Hebelarme c und d auf den verschiedenen Seiten 
der Momentenachse liegen, q ist hierbei als positiv zu rechnen, 
wenn Q nach der Grundrißebene hin gerichtet ist, im anderen 
Falle negativ. 

Besonderer Fall: 

Q wirkt paraUel zur Orundriß(^ene, 

Bezeichnet hier (Abb. 5) q die durch Punkt 1 in der Grund- 
rißebene bis zur Momentenachse zu Q gezogene Parallele, so 
lautet die Momentengleichung: 

8,^-.a = Q.h. 

Hieraus folgt: 

Si q 

Betreffs des Vorzeichens gilt hier die Regel, daß beide 
Seiten der Gleichung gleiches Vorzeichen haben, wenn die 
Richtung von q, vom Schnittpunkt 1 der gesuchten Kraft aus 
gesehen, dieselbe ist wie diejenige von Q, 



Kap. 5. Gelenkaohsenverfahren. 

(Landsberg, Zentralbl. d. Bauverw. 1903, S. 221 u. 361.) 

Dieses Verfahren entspricht dem Ritterschen Momenten- 
verfahren in der Ebene. Schneidet man aus einem Raumfach- 
werke ein beliebiges Stück heraus, so muß ein jeder der beiden 
Teile, in welche das Raumfachwerk hierdurch zerfallt, unter der 
Einwirkung der auf ihn wirkenden Kräfte im. Gleichgewicht sein. 
Zu diesen Kräften gehören die äußeren Kräfte, die Kräfte der 
Auflagerstäbe und die Spannkräfte der durchschnittenen Stäbe. 
Die Momentensumme aller dieser Kräfte muß also für eine be- 
liebige Achse gleich Null sein. Gelingt es, diese Achse so zu 
wählen, daß alle Stabkräfte, mit Ausnahme einer, aus der 
Momentengleichung verschwinden (also entweder durch die Achse 
gehen oder ihr parallel sind), so ergibt die Momentengleichung 
sofort diese eine Stabkraft. Liegen z. B, alle durchschnittenen 
Stäbe, mit Ausnahme des gesuchten, in 2 Ebenen, so ist die 
Schnittlinie dieser beiden Ebenen als Momentenachse zu wählen, 



Dann schneiden alle in den beiden Ebenen liegenden Stabkräfte 
diese Achse, verschwinden also aus der Momentengleichung. 

Da dieses Verfahren in den folgenden Entwicklungen viel- 
fach benutzt wird (S. 14 und folg.), kann hier von einem be- 
sonderen Beispiel abgesehen werden. 



Kap. 6. Prinzip der virtuellen Verrflckungen. 

Denkt man sich einem System beliebig miteinander ver- 
bundener Punkte eine unendlich kleine Lagenänderung erteilt, 
die mit seiner Natur verträglich ist, so heißt eine solche eine 
virtuelle Verrückung. Der hierbei beschriebene Weg mn des 
Punktes m heißt seine virtuelle Verrückung. Die Projektion von 
mn auf die in m angreifende Kraft P, multipliziert mit dieser Kraft, 
heißt die virtuelle Arbeit des Punktes m. 

Wenn die an einem beliebigen System angreifenden Kräfte 
im Gleichgewicht sind, so ist für jede virtuelle Verrückung des 
Systems die Summe der virtuellen Arbeiten gleich Null. 

Bezeichnet: 

Qff^ die im Punkte m eines Fachwerkes angreifende äußere 
Kraft, 

Sfn die Projektion der virtuellen Verrückung des Punktes m 
auf die Kraftrichtung, 

S die Spannkraft eines Stabes, 

Js seine Längenänderung, 

so ist: 

(4) :SQmS^^SS'Js^O. 



Kap. 7. Hookesches Gesetz. 



Bezeichnet: 



^S^ die Spannkraft eines Stabes, 
s seine anfängliche Länge, 

— das Längenänderungverhältnis, 
s 

F den Querschnitt, 

E den Elastizitätsmodul, 



10 



t die Temperaturveränderung in ®C, 

€ das Längenänderungsverhältnis fiir l^C, 



so ist: 



J8 8 . 

(5) ~r~'^^i^ + 



Kap. 8. Zweite Grundaufgabe. 

(Verschiebungsplan nach Williot.) 

Der Klarheit halber soll hier das Prinzip des Williotschen 
Verfahrens an einem ebenen System erläutert werden. Im Räume 
ist das Verfahren das gleiche, nur ist es für mehrere Projektions- 
ebenen auszuführen. 

Gegeben: (Abb. 14) 2 Punkte a, b und ein dritter, d, welcher 

mit a und b durch die Stäbe 1 und 2 verbunden ist; 
ferner die Verschiebungen d«, dj der Punkte a und b 
und die Längenänderui^en J 1 und J 2 der Stäbe 
1 und 2. 

Gesucht: Die Verschiebung von d nach Größe und Richtung. 

Lösung: 

Von einem festen Pole aus trage da und di, der Größe 
und Richtung nach auf; in den Endpunkten a* und b^ bringe die 
Längenänderungen J 1 bezw. J 2 , gleichfalls nach Größe und 
Richtung, an; in deren Endpunkten errichte dann, da die Drehung 
der Stäbe eine unendlich kleine ist. Lote; dann schneiden sich 
diese Löte im Punkte d^. Die gesuchte Verschiebung von d ist 
dann Od^ 



Kap. 9. Dritte Grundaufgabe (Abb. 15). 

(Vergl. Müller- Breslau im Zentralbl. d. Bauverw. 1892, S. 227.) 

Gegeben: Drei Punkte (im Räume) m, m-|-li w-}"2 und ein 

vierter w, welcher mit den vorgenannten durch 
3 elastische Stäbe verbunden ist; ferijer die RichtungP„. 

Gesucht wird die Projektion d der Verschiebung nWj auf die 
^ , Richtung. Pn. 



V < * 



(6) 
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Lösung: 

Bringe in der gegebenen Richtung eine Kraft P^=l an, 
bezeichne z. B. nach Gleichung (2) bezw. (3) auf Seite 7 und 8 

die hierdurch entstehenden Spannkräfte Om + u -Dmi -Dm + i 
und bringe diese, der Kraft 1 das Gleichgewicht haltenden 
Kräfte in den Punkten m, m -f- 1» m -f- 2 in Richtung der Achse 
des betreffenden Stabes an. Bedeutet dann d«,, cf^-t-i, ^m + 2 die 
Projektion der Verschiebungen, der 3 Punkte auf die Richtungen 
der Stabkräfte, so ist nach dem Prinzip der virtuellen Ver- 
rückungen (S. 9): 

1 • d + ^m • ^m + G-m + l ' Sf^ + i -\- -Dm + l * ^m+2 = 

Dm, • ^dm -f Gm + l ' ^ffm + i + Dm + l ' Jdm^l. 

Kap. 10. Zerlegung der Diagonalspannungen. 

Bei der Berechnung der Diagonalspannungen kommt man 
meistens zu einfacheren Formeln, wenn man sie in ihre Kom- 
ponenten in Richtung der Ring- und Gratstäbe zerlegt. 

Stellt Abb. 7 ein in die Bildebene umgeklapptes Feld einer 
Kuppel dar, so ist die Diagonalspannung in 

«o • D und Xo • D bezw. (ö„ . D und A« • D zerlegt. 

Hierbei ist: 

sin fj 
sm J 

} 1 ,_ sin(S — iy) 

sm § 

sin (2 J — iy) 
sm J 

Diese Koeffizienten sind also von den geometrischen Ver- 
hältnissen der Kuppel abhängig und für alle Felder einer Zone 
einander gleich. 
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Teil. 



Allgemeine Formeln 
für statisch bestimmte Kuppeln. 

Kap. 1. Vorbemerkungen. 

Die geometrische Form der Kuppeln, um deren Besprechung 
es sich hier handelt, ist aus Abb. 8 zu ersehen. Nur ist hier 
eine erst im dritten Teil behandelte statisch unbestimmte Kuppel 
dargestellt. Bei der hier zunächst behandelten statisch bestimmten 
Kuppel sind die nach der Spitze führenden Stäbe nicht vor- 
handen. 

Der Grundriß der Kuppel ist ein regelmäßiges w-Eck. Die 
Auflagerpunkte sind sämtlich fest, haben also nach S. 5 je drei 
unbekannte Auflagerstäbe. Von einem Auflagerknotenpunkt zum 
anderen sind, keine Stäbe angeordnet, so dafl kein „Fuflring" 
vorhanden ist. Der Abschluß nach oben geschieht (da die ge- 
zeichneten Spitzenstäbe nicht vorhanden sind) durch einen 
,, Laternenring"., Für den Anschluß der Stäbe des Laternenringes 
gelte hier die au§ der Berechnung ebener Fachwerke bekannte 
Voraussetzung gelenkartiger Knotenpunkte. In der Praxis wird 
der Laternenring allerdings steif ausgebildet, z.B. in der Weise, 
daß seine einzelnen Ringstäbe biegungsfest miteinander verbunden 
werden. Jede solche biegungsfeste Verbindung an Stelle einer 
gelenkartigen bringt jedoch eine statische Unbestimmtheit hinein. 
Die Berechnung dieser Kuppelart gehört daher in den dritten Teil. 

Die Anzahl der Stockwerke (Zonen) sei z. Die Stäbe, 
welche in den senkrechten, durch die Mittelachse und die Auf- 
lagerpunkte gelegten Ebenen (Meridianebenen) liegen , heißen 
Gratstäbe, die Stäbe in den wagerechten Ebenen Ringstäbe. 
Durch die Gratstäbe und die Ringstäbe werden viereckige Felder 
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gebildet, in denen sich je 2 Gegendiagonalen befinden. Nach 
Seite 6 ist in der Zeichnung nur je eine angenommen. Die 
Neigung der Gratstäbe gegen die Grundrißebene wechselt in 
jeden) Stockwerk, um die Untersuchung allgemein für Schwedler- 
Kuppeln, Zelt- und Turmdächer zu gestalten. 
Bei dieser Anordnung ist 

die Anzahl der Ringstäbe = z^n 

„ ^ „ Diagonalen = z-n 

^ „ „ Gratstäbe = z-n 

„ „ „ Auf lagerstäbe = 3 w 

„ „ „ Knotenpunkte = (<gr -[- 1) n. 

Die Gesamtzahl der Stäbe 3 (-2? -f- 1) • w ist also 3 mal so 
grofl wie die Anzahl der Knotenpunkte; die Gleichung (1) der 
Seite 6 ist hierdurch erfüllt. 

Will man einen Spitzenknotenpunkt so an die Kuppel an- 
schließen, daß keine statische Unbestimmtheit hinzutritt, so darf 
dieses nur durch 3 Stäbe geschehen (wie in der Abb. 11), weil 
mit dem neuen Knotenpunkt nur 3 Gleichgewichtsbedingungen 
zu den bereits vorhandenen hinzutreten. Da aber bei Turm- und 
Zeltdächern meist sämtliche Gratstäbe bis zur Spitze durchgehen, 
wie in Abb. 8, so ist ein solches Dach, wenn die Anordnung im 
übrigen gleich der unsrigen ist, (n — 3) -fach statisch unbestimmt. 
Eine Schwedler- Kuppel mit steifem Laternenring, bei welchem 
die einzelnen Stäbe biegungsfest miteinander verbunden sind, ist 
n-fach statisch unbestimmt, wenn die Konstruktion im übrigen so 
bleibt wie in Abb. 8. 

Ordnet man einen Fußring an und will man hierbei die 
statische Unbestimmtheit nicht erhöhen, so muH für die an jedem 
Auflagerknotenpunkte hinzugekommene unbekannte Fußringspann- 
kraft je eine Auflagerstabkraft fortfallen, d. h. die Auflagerknoten- 
punkte müssen in einer Geraden geführt werden. 

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zur allgemeinen 
Betrachtung der statisch bestimmten Kuppel zurück. 

Da sich eine jede Kraft nach S. 7 — 8 in 3 Richtungen zer- 
legen läßt, denken wir uns, um die Untersuchung für jeden denk- 
baren Belastungsfall durchzuführen, jeden Knotenpunkt m durch 
drei zueinander senkrechte Kräfte X^, Y",,,, Z^ belastet. X,„ und 
Zm liegen in der Horizontalen, Y^ senkrecht hierzu. Die positive 
Richtung von X,» zeigt nach dem Mittelpunkte, diejenige von 
Ym nach unten, Z^^ ist positiv, wenn es für einen von oben 
heruntersehenden Beschauer um die Mittelachse dem Uhrzeiger- 
sinne entgegengesetzt dreht. 
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Knotenpunkten wirksamen Kräfte, welche miteinander im Gleich- 
gewicht sein müssen, die folgenden: 

die Lasten X^, T^, Z^\ X3, Tg, Z^ 

und die Spannkräfte T^, I^, D^\ G^, G^ und D^. 

Alle Spannkräfte, mit Ausnahme der letzten, liegen in den 
beiden Feldern, welche die Di und 2)j enthalten. Wählt man 

also (Abb. 9) die Schnittlinie A — A dieser beiden Felder zur 
Gelenkachse, so erhält man eine Momentengleichung, die sofort 
die Spannkraft D\ als Funktion der Lasten liefert. 

Abb. 9 zeigt die Lage der Gelenkachse. Sie geht durch 
den Schnittpunkt von Ti und T^ und trifft in der Höhe l) (vergl. 
auch Abb. 8) über der ersten Ringebene die Mittelachse. 

Ihr Neigungswinkel mit der Horizontalen ist d. 

Von D^ hat nur die Komponente «^ D2 ^>" Moment. Ihr 
Hebelarm (Abb. 9) ist 

Hierbei ist: 

21) 2 {) cos a 



tgd = 



^(tg-J- tga^ t'tg "" 



2 
Das Moment ist also: 

X^ und X3 zerlegt man in Richtung der anliegenden Ring- 
stäbe. Dann haben nur die Komponenten 

a 
sm -.y ^ 

^ ^' bezw. ^' 



sin (n — a) r. a ,^ cc 

^ ^ 2 cos -^ 2 cos -^ 

ein Moment; der Hebelarm ist gleichfalls q. 
Das Moment ist also: 

2 cos -^ 2 cos -^ 2 cos -^ 

Y^ und Yg zerlegt man in einer lotrechten, parallel zur 
Gelenkachse gerichteten Ebene in je 2 Komponenten, und zwar 
parallel zur Achse und senkrecht zu ihr. Nur die letzteren, 

t 
Fj cos d und T^ cos d haben ein Moment; der Hebelarm ist -^ ' 
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Das Moment ist also: 

(Fs-rOcosd-i-. 

Z^ und Z^ werden wie X^ und X^ in die Richtungen der 
Ringstäbe zerlegt. Die Komponenten, welche ein Moment haben, 
sind gleich 



T - T j ^, ^ 

^a • ^ = — bezw. == 



2 sm -^ 2 sm -^ 



der Hebelarm ist q. 

Das Moment ist also: 



-(^.+^3) 



2s.n-^ 



Die Momentengleichung lautet dann: 

C03 Y 2 ^^" "2" 

Hieraus erhält man, wenn man die Gleichung durch q 
dividiert, unter Berücksichtigung des oben genannten Wertes für q: 

., n -^2 — ^8 ^a — ^3 I ^i -{- ^3 

2cos|- ^S^^e*^^ 2sin|- 

Nun ist: 

, . tg«.2^cosa 4IJCOS2-2- 

tg a . tg d = — -2 



Es ist daher allgemein: 

2 cos -^ 4 1)* cos* -^ 2 sin -^ 

c) Gratstäbe G\ bis G\ 

^ In 

Denkt man sich einen Schnitt so geführt, daß wiederum 
die Knotenpunkte 2 und 3 herausgeschnitten werden, und be- 
trachtet Tj als Gelenkachse, so haben außer den Lasten nur die 

Sacht, Berechnung räumlicher Fachwerke. 2 
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Spannkräfte T^ und G^ ein Moment. Da ersteres aus Gleichung (7) 
bekannt ist, liefert die Momentengleichung sofort die Unbekannte G^. 

Um das Moment der Kraft G^ zu ermitteln, verlängere man 
die Richtung so weit, daß ihr Angriffspunkt in der durch T^ ge- 
henden Horizontalebene liegt. Die in diese Ebene fallende 
Komponente hat dann kein Moment, während die Komponente 
senkrecht zu der Ebene, G^ sin a\ am Hebelarm t* • sin (tt — a) 
wirkt. Das Moment ist also gleich G^ sin a^ • t* sin a (Abb. 9). 

Die Spannkraft Tg hat gegen die Gelenkachse die Neigung 
2 (tt — a). Daher hat nur die Komponente T^ sin 2 (tt — «) 
= — Ta sin 2 a ein Moment. Der Hebelarm ist h, das Moment 
also gleich — Ta sin 2 a • h. 

Die Lasten X^ und Xg haben gegen die Gelenkachse die 

Neigung -^ bezw. I-ö-« — ^jj die Lasten Z.^ und Z^ haben die 



Neigung (^ — y j bezw. y (^ — «). 



Die Hebelarme der zur Gelenkachse senkrechten Kompo- 
nenten sind bei allen vier Lasten ä. 

Die Lasten Y^ und Fg drehen um die Momentenachse an 
den Hebelarmen c bezw. (t sin a -|- c). 

Unter Berücksichtigung der Beziehungen: 



sm 



3 3 

sin -^ (tt — er) = — cos -^ a 

. /3 \ .3 

sm I -^ a — TT I = — sm -^ a 



_ a Ä* sma o • « 

2 cos -^ 2 sin -^- 

lautet die Momentengleichung 

^ . , ,, . , X8sin2aA , c r8sin2a-Ä , Z3sin2aÄ 

2 cos -^ 2 sm Y 

+ Xa sin y Ä + Fj c + -^2 cos -|- Ä 

Q 3 

— X3 sin -|- a Ä + Fa (^ sin « -}- c) — ^s * cos y a == 0. 
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Faßt man nun die Faktoren von X^, F3 , Z^ zusammen und 
berücksichtigt die Beziehungen: 

sin 2 a .3 , a 
__sm^a = -sm-2- 

2 cos -^ 

sin 2 a 3 , a 

— cos — a = -j- cos -^ 



2 • sm -^ 



und setzt zur Abkürzung: 

^ , 1 + 2 cos a 

/o«\ € = ^ -4- c • ^—. 

(8a; ' sin a 

so erhält man allgemein: 



(9) G:t'^na^=-^[K-K^,] — ^K+^:.j 

2 cos -^ 2 sin -^ 

— 6^Y^ — Y^ 

"• sin a "» - 1 

Wir wollen es an dieser Stelle nicht unterlassen, hervorzu- 
heben, zu wie einfachen Formeln das Gelenkachsenverfahren in 
denjenigen Fällen führt, in denen es, wie hier, gelingt, passende 
Gelenkachsen aufzufinden. Der Verfasser dieser Arbeit hat zu- 
erst versucht, den allgemeinen Ausdruck für (?„, aus der Gleich- 
gewichtsbedingung für Knotenpunkt m zu finden, indem er die 
Summe aller in Richtung T^-i wirkenden Kräfte gleich Null 
setzte. Er erhielt hierbei eine viel umständlichere Formel, die 
zum Vergleich hier mitgeteilt werden möge: 

^ cos(g — ^) ^ cos($ — fi) 

Glcos^' = [z'+Z' ,1 ^ IX'-X' ,1 



2 sin -^ 2 cos -^ 

Ä* sin -^ AY cos* -^ 



Kap. 3. Formeln fOr die Spannkräfte einer beliebigen rten Zone. 

Die im vorstehenden für die 1*® Zone einer statisch be- 
stimmten Kuppel entwickelten Formeln gelten allgemein für jede 

2* 
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Zone, sobald man zu den äußeren Kräften X^^ Ym* ^m die Spann- 
kräfte der Stäbe der (r — 1)*®^ Zone hinzufügt, natürlich unter 
Beachtung der Vorzeichen. 

Man hat also zu setzen: 

statt :ki. z;+[ör'+ADr']-cos«r-i 

statt r; : r; - [qI~ ' + ilJOr 1 • sin «•• - 1 
statt Z^: Z« + w„D^ • sin -|- 
Gleichung (7) S. 15 geht demnach über in: 



(10) 





x+Eg^; '+xd; 'Jcos«--« 


2 cos -2- 
c' K-Cö; ' + Ai); 'Isinar-i 




Ä*" sin a 




2sm2 



Gleichung (8) S. 17 geht demnach über in: 

(11) «od: = 



— ^ [x; - x: ^ , + (G^r ^ - ö;- \ + ^ (d;- - D- \)} cos «r-.j 

2cos-^ 
4 !)'" cos* — 

2 sm ^ 

Der in den { — } Klammern stehende Ausdruck ist in den 
beiden ersten Gliedern gleich, braucht also nur einmal berechnet 
zu werden. 

Gleichung (9) S. 19 geht über in: 
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(12) Glr^'-sinar = 



*^.[x-x:_i+{Gr-ö;-'i+A(Dr'-K-i)}cos«r-i] 



2 cos 



(12 a) 



a 
2 



A'- 



^'^+^^-^ + ^ (K" ' + K"- 1) 



2 sin 






- er . [r; -(»; '+ XDl Osin a^-i] 



Hierbei ist: 



er = fr ^ er 



1 -|- 2 cos a 



sin a 



Mit Hilfe dieser Formeln (7) bis (12) ist es also möglich, 
die Spannkräfte einer jeden statisch bestimmten Kuppel der 
geschilderten Bauart bei jeder beliebigen Belastung zu berechnen. 
Unsere nächste Aufgabe ist nun, zu zeigen, wie die statisch un- 
bestimmten Kuppeln in ähnlicher Weise, wie die statisch un- 
bestimmten ebenen Systeme auf die Berechnung der statisch be- 
stimmten zurückgeführt werden. Welcher Art die statische Un- 
bestimmheit sein soll, ist bereits auf S. 12 — 13 angedeutet. Ent- 
weder sollen, wie meist bei Schwedler-Kuppeln und -Zeltdächern, 
die Stäbe des Laternenringes biegungsfest miteinander verbunden 
sein, oder die Stäbe der oberen Zone sollen nicht in dem 
Laternenring endigen, sondern bis zu einer gemeinschaftlichen 
Spitze weiter geführt werden (Turmspitzen). 
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Teil. 



Kap. 1. ZurDckfflhrung statisch unbestimmter Kuppeln 

auf statisch bestimmte. 

(Vergl. MüUer-BreslaUy graph. Statik der Baukonstruktion, Bd. 11, 1, 

S. 17 bis 25.) 

Handelt es sich um eine Kuppel nach Abb. 8, so ist diese, 
wie bereits auf S. 13 erwähnt, (n — 3) -fach statisch unbestimmt. 
Denkt man sich diese (n — 3) „überzähligen** Stäbe fortgenommen 
(Abb. 10) und, um den Spannungszustand der Kuppel hierdurch 
nicht zu ändern, deren Spannkräfte als, vorläufig unbekannte, 
äußere Kräfte X«, Xj, Xc . . . X„_-3, angebracht, so wird das 
Fachwerk ein statisch bestimmtes. Das in Abb. 10 dargestellte 
System heißt das „statisch bestimmte Hauptsystem** der frag- 
lichen Kuppel; seine Stäbe heißen „notwendige Stäbe**. 

Abb. 11 zeigt den „Zustand X = 0**, d.h. die Spannkräfte 
sämtlicher überzähligen Stäbe X«, Xj . . . . werden gleich Null 
angenommen; es wirken nur die bekannten äußeren Kräfte, also 

in jedem Knotenpunkt die 3 zueinander senkrechten X„i, I^, Zm, 
Die hierdurch entstehenden und nach den Gleichungen (7) bis (12) 

zu berechnenden Spannungen seien Of^ot DmOy Tmo oder all- 
gemein Sq. 

Abb. 12 zeigt den „Zustand X« = — 1**, d. h. sämtliche 

überzähligen Stäbe, außer X^, und sämtliche äußeren Kräfte X», 

Ymi ^m werden gleich Null angenommen, während X« den 
Wert — 1 annimmt. Die hierdurch entstehenden und wie vor 
zu berechnenden Spannungen seien allgemein Ä«. 

Analog entsprechen die Spannkräfte /Si, Sc---Sn-s den 
Zuständen Xj = — 1 (Abb. 13) X^ = — 1 Xj,— s = — 1. 

Die Anordnung der ganzen Kuppel ist stets symmetrisch 
zum notwendigen Stabe G^] von den Spannkräften /S^,, /S^ . . . . 
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Sn-s braucht also nur die eine Hälfte bestimmt zu werden, da 
die Spannkräfte /S« den Sn-st die /S^ den Sn—^ usw. entsprechen. 

Nur ist hier das über Gegendiagonalen auf Seite 6 Aus- 
geftihrte zu beachten. 

Sind diese gedachten Spannkräfte mit Hilfe der Gleichungen (7) 
bis (12) berechnet, so läßt sich die wirkliche Spannkraft S eines 
jeden Stabes darstellen in der Form: 

(13) S = So — SaXa — SöXB-ScXc— 

Die Aufgabe der Berechnung unserer Kuppel ist alsdann 
auf die Aufgabe zurückgeftihrt: 

die statisch unbestimmten Größen X^, X^, Xc ... zu 
ermitteln. 

Die Lösung geschieht dadurch, daß man die Gleichung von S. 9 

der Reihe nach auf die gedachten Belastungszustände Xa = — 1 
usw. und auf den wirklichen Verschiebungszustand anwendet. 
Man erhält hierdurch so viele Gleichungen ersten Grades, als 
statisch unbestimmte Größen vorhanden sind. 

Der Strich über den Buchstaben Q und 8 in obiger Gleichung 
soll andeuten, daß es sich um gedachte Kräfte handelt. 

Bezeichnet nun 

da die wirkliche Längenänderung des überzähligen Stabes Xa 

USW., SO ist 

USW. 

Setzt man nun nach Seite 10 

= 8Q'\'€tS 

wobei zur Abkürzung 

s 

gesetzt ist, und ersetzt man 5 durch den Wert aus Gleichung (13), 
so gehen die obigen Gleichungen über in 

da=28aSQQ — Xa28aQ — Xb28a8hQ — Xc2Sa8cQ — ... '{' 28a£tS 
-^a *^a I , 
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db =28bSoQ — Xa2SbSaQ — Xt,28t,Q — Xc2 S^ScQ — ...-{-SSbBtS 

usw. Diese Gleichungen heilen „d-Gleichungen". 

Die vorstehende Untersuchung ändert sich nicht, wenn es 
sich um Kuppeln mit steifem Laternenring handelt. Nur be- 
zeichnen dann die statisch unbestimmten Größen X«, -Xj . . . . 
nicht die nach der Spitze fuhrenden w — 3-Stäbe, sondern die- 
jenigen, durch welche die Steifheit des Laternenrings bedingt 
wird. Wird die Steifheit jedoch nicht durch Stäbe, sondern z. B. 
durch die Biegungsfestigkeit der Ringknotenpunkte bedingt, so 
kann man sich die Biegungsfestigkeit jeder Ecke durch einen 
Stab von entsprechendem Querschnitt ersetzt denken. Dadurch 
würde an dem Spannungszustand der Kuppel nichts geändert. 
Diese Ersatzstäbe fuhren wir dann als statisch unbestimmte 
Größen X«, Zjj, Zc . . . ein; ihre Anzahl ist n (Abb. 20). 



Kap. 2. Umrechnung der „cf-Gleichungen". 

Um die d- Gleichungen in eine für die Aufstellung unserer 
Formeln bequemere Form zu bringen, wollen wir die in den 
Gleichungen enthaltenen Summenausdrücke in einfacher Weise 
deuten. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit 

Pm irgend eine der äußeren Kräfte Z», F^, ^m» 

dma die Verschiebung eines Punktes m in Richtung P,„ 

beim Zustand Xa = — 1| 
cT^j . . . . entsprechend, 

Sab die gegenseitige Verschiebung der beiden Punkte, an 
denen X« angreift, infolge X^ = — 1, d. h. z. B. die 
Längenänderung der Strecke Afi = Xa (Abb. 13), 

daa desgleichen, infolge Xa = — 1, 
^bcf ^bh usw. entsprechend, 

öat die gegenseitige Verschiebung der beiden Punkte, an 
denen Xa angreift, nur infolge von Temperaturände- 
rungen, 

dbt usw. entsprechend. 
Alsdann können wir setzen: 

2 8a SoQ = 2 8o8aQ = 2 Pm ^mat 
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indem wir dieses als die Arbeitsgleichung auffassen fiir 

Belastungszustand X = 
Verschiebungszustand X« = — 1 ; 

denn dieser ruft die Spannkräfte Sa und die Längenänderungen 
^Sa = -^Y = '^Ä e hervor. 

In ähnlicher Weise setzen wir: 

\.daa = 2Sa • JSa = 2Sa • 8aQ 
l.dab= 2 Sa • ^Sö = 28a ' SbQ 
1 • S(,a = 28b ' ^Sa = 28(f • 8aQ 
1 .öat =28a-stS 

USW., und erhalten durch Einsetzen dieser Werte in die d-Gleichungen 
die für unsere Zwecke bequemere Form: 



(14) 



Oa — 2Pfndfna — XaOaa — XbOab — XcOac — 
-^a *^a 1^ j 

db = 2Pmimb — Xadba — Xbdbb — Xc^bc — - 

Xb Xb ^^ . 

r *^ % ^b 



. +^ai 



+ ^b\ 



usw. 



EbFb 
Hierbei ist: 

^ab=^^ba\ ^ac = ^ca USW. 



Kap. 3. Die Berechnung der Spannkräfte S^, S^, S^^, 8^ , 
fOr die gedachten Belastungszustände. 

1) für Kuppeln mit Spitze: 

a) für Zustand X=0, Abb. 11. 

Wir geben den in der Spitzenzone vorkommenden Werten 
den Zonenindex und erhalten dann nach Gleichung (2) und (3) 
auf Seite 7 bis 8: 



^1,0 



Z 







2^1 cos 



a 



4 h^ • cos^ 



a 



a 



2.^1 sin y 



Hieraus: 



(15) 










cos 



a 






sm 



a 



Y^. 



4 Ä® cos2 



a 
2" 
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Für den nächsten Gratstab erhalten wir: 

— t^ cos a 

nP -jro -TT^o 2 cos-rr- 

"^2,0 1 ^0 I -*^o 2 



+ -^47 + -Tf ^+0. 






Hieraus: 



,|fix ^0 _ g° Po ^ COS «1 



cos -2- 



Für den letzten Gratstab erhalten wir einen der Gleichung (15) 
entsprechenden Wert; nur das Vorzeichen von Z^ ist entgegen- 
gesetzt: 



(17) G,,o = - ^ 



2^1 



K K 



cos -g- sm -g 



9^ ro. 



4Ä«cos2^ 



Nachdem die Werte für die 3 notwendigen Spitzenstäbe 
gefunden sind, erfolgt die Berechnung aller übrigen Spannkräfte, 
also von Zone 1 an abwärts, nach den Gleichungen (10) bis (12). 

Zu berücksichtigen ist hierbei, daß fiir 

r=l 

sämtliche Summanden, welche ein D^-^ enthalten, verschwinden, 
und (lir 

r = 1 und f» = 4,5 bis w 

sägitliche Summanden verschwinden, welche ein ö**-* oderD»*-^ 
enthalten. 

Hierdurch sind also sämtliche 
gefunden. 

b) für Zustand Xa= — 1, Xft = — 1 , . . X„=^- 1. 

(Abb. 12 und 13.) 

Man könnte für die 3 Gratstäbe allgemeine Formeln auf- 
stellen, die es ermöglichen, für jeden der oben bezeichneten Be- 
lastungszustände die Spannung des betreffenden Gratstabes an- 
zugeben. Diese Formeln, in denen dann die Hebelarme c und d 
der Gleichung (2), Seite 7 als Funktionen der Seitenlänge t^ und 
des Polygonwinkels a auszudrücken wären, würden jedoch zu 



i 



27 

kompliziert, so daB es sich empfiehlt, in jedem vorliegenden Bei- 
spiel die 3 Gratstäbe direkt nach Gleichung (2) zu bestimmen. 

So wird z.B. für Xa = — 1 : 

G^ia 1 fi sin a 

g^ — ^0 ^^ sin a 

(18) ö;<.=+i- 

Für den nächsten Gratstab ist: 

3 3 

Unter Beachtung der Beziehung sin ^(tt — a) = — cos-^a 

erhalten wir: 

3 
cos -^ a 

(19) G"? = + - ^ 



(20) 



2a „ 

COS-^ 

2 



Für den letzten Gratstab ist: 



ö,„ 


1 * 


5in a -p ^- tusi -^ 7f — Ä 1 


^ 'a 


s-» 


-9" 


t^ sin a 
0^^—1 — 2 cos«. 

o a 


^.(1 



2 cos a) 



In derselben Weise werden die Spannkräfte der Gratstäbe 
für die Zustände Xi,= — 1 . . . . X(„ - s) = — 1 ermittelt. 

Hierauf werden die Gleichungen (7) bis (12) in sinngemäßer 
Weise für die Berechnung sämtlicher Spannkräfte Sa, Sit - - . Sn--s 
verwendet. Die Formeln vereinfachen sich hier wesentlich. Denn 
für die erste Zone [Gleichungen (7) bis (9)] fallen die ^„»-Kräfte 
ganz heraus, die X^- und F„|-Kräfle sind für die Knotenpunkte 1 
bis 3 die betreffenden Komponenten der Gratstäbe und für den 
durch die betreffende statisch unbestimmte Kraft (X« = — 1 usw.) 
belasteten Knotenpunkt die Komponenten der Kraft 1; alle 
anderen Knotenpunkte sind ganz unbelastet. 

Für die von der 2^^ Zone abwärts befindlichen Spannkräfte 
fallen in den Gleichungen (10) bis (12) die äußeren Belastungen 
X«, r,n, Z^ ganz heraus. 
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Setzt man demnach in die Gleichungen (7) bis (9) 
X^ = + öi^ cos a\ bezw. = -j- (?^ . cos «<>, usw. 
Y^ = — Q^ sin a<>, bezw. == — ö^ . cos a®, usw. 

m ma ' mo ' 

SO erhält man für die Ringstäbe: 



1 ö^l«cos«o 

ml __ ma I ^ 



ma 



2 cos — 



1 (?^ sinao 

_«^^ 

sm a 



^0 r c* sin a® 1 cos a^ 

*»« A* sina 2 a 



Setzen wir zur Abkürzung 



(21a) 



r\ = 



c* sin a® 1 cos a^ 



sin er 



a 
cos -2 



so erhalten wir allgemein: 



(21) 



ma ma ' 



USW. 



Wn 



f»6 ^ mb ' 

Hierin sind für O^ * G^ . usw. zu setzen: 

ma' mo 

für die Knotenpunkte 1 bis 3 die Werte aus (18) bis (20), 
bezw. aus entsprechend hergeleiteten Gleichungen, 

für den Knotenpunkt, an welchem die statisch un' 
bestimmte Größe wirkt, der Wert X« = — 1, 

für alle anderen Knotenpunkte der Wert Null. 

Man erkennt, daß z. B. für X« = — 1 die Ringstäbe T^ 
bis T^ gleich Null werden. 

Für die Diagonalen ergibt sich nach Gleichung (8), Seite 17 

x\l \ ma m -t- 1 , g/ 



ma 



2 cos 



a 



K„-G^l^x)«)sin«^ 



f 



4]^*cos2 — 



+ 0. 



(22a) 



Setzt man zur Abkürzung 

1 



tff^ = 



z coq cos -^ 



cos a® -[■ 



t^ sin go 
2 1^^ cos ^ 
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so ist allgemein: 

(22) ^la-rKa-^l^Ual 

Über die Werte 0° , (?? ^ „ gilt das auf Seite 28 Gesagte. 
Man erkennt, daß Dg^ bis D^^^. gleich Null werden. 
Für die Gratstäbe ergiebt sich: 
öl„ t* sin a' = (öL— öJL^., J cos «o _ q + G«' sin a« . ^i 

2 COS-^ 

Setzt man zur Abkürzung: 

- 1 r Ä* COS a® , , . ' 

(23a) 9»' = ^^^!^^^ T ^ + «'«'««» 

2 cos-^ 

- o. , A* COS a^ - . " 

(23b) ^' = 7^7hr;r ^-Osm« 

2 COS 



2 



so ist allgemein: 

(23) öi.,= y*<a + %^<-l.„ 

GL = 9'Gl, + x'Gl.^, usw. 
Man erkennt, daß die Werte Ol bis Ö^ gleich Null werden. 

' oa na ^ 

Die Spannkräfte aller weiteren Zonen, von der 2*®^ Zone 
abwärts, werden unter Fortlassung der äußeren Kräfte mit 
Hülfe der Gleichungen (10) bis (12) berechnet. 

2) für Kuppeln mit Laternenring. 

a) für Zustand X=0. 

Für Zustand X=0 sind alle statisch unbestimmte Größen 
fortgedacht. Die Berechnung erfolgt also genau nach Gleichung 
(7) bis (12). 

b) für Zustand X« = — 1, Z^ = - 1, Xe = —1 

Auch hier werden die Gleichungen (7) bis (12) verwendet; 
nur sind als äußere Kräfte die Komponenten derjenigen statisch 
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unbestimmten Kraft einzufuhren, welche bei dem betreflfenden 
Zustand wirkt. 

Handelt es sich z. B. um Zustand Xc = — 1 (Abb. 21), so 
haben die beiden an den Knotenpunkten 2 und 4 des Laternen- 
ringes wirkenden Kräfte 1 Komponenten nach der X- und 
^-Richtung. 

Für Knotenpunkt 4 ist: 

die Komponente in der ^Z'- Richtung: 

-|- 1 cos (jt — a) = — cos a, 
die Komponente in der X- Richtung: 
— 1 sin (tt — «) = — sin a. 
Für Knotenpunkt 2 ist: 

die Komponente in der ^Z'- Richtung ==+ cos a, 
die Komponente in der X- Richtung = — sin ct. 
Die F- Richtung steht senkrecht zur Ebene des Laternen- 
rings, die statisch unbestimmten Größen Z« Xj .... haben also 
in dieser Richtung keine Komponenten. 

Man kann daher allgemein aussprechen: 
Handelt es sich um die Ermittelung der Spannungen 8u für 
einen Zustand X« = — 1, wobei X„ dem Knotenpunkte m gegen- 
überliegt, so sind die Gleichungen (7) bis (12) ohne Weiteres an- 
zuwenden. Nur ist in den Gleichungen (7) bis (9) für die Knoten- 
punkte m — 1 und m + 1 zu setzen: 

statt Xj^^,: Z„^,(-sin«) 
statt Z^ , : Z^ ,(+ cos a) 

Statt Z\^, : Zl_^, (— cos «). 

Hierdurch sind sämtliche gedachten Spannkräfte Sq^ Sat ^6» 
Sc der Gleichung (13), Seite 23, bestimmt. Zur Be- 
stimmung der wirklichen Spannkräfte S fehlen uns noch die 

statisch unbestimmten Größen X«, Xj, Xc , welche, 

wie bereits ausgefiihrt, mit Hilfe der Knotenpunktsverschiebungen 
gefunden werden. Mit der Ermittelung der allgemeinen Formeln 
für die Knotenpunktsverschiebungen unserer Kuppel soll sich der 
folgende Abschnitt unserer Arbeit befassen. 

Kap. 4. Allgemeine Formeln fOr die Verschiebungen. 

(Vergl. Müller-Breslau, Zentralbl. d. Bauverw. 1892, S. 227.) 

Um die Ermittelung der Verschiebungen der einzelnen 
Knotenpunkte auf unsere dritte Grundaufgabe (Seite 10 und 11) 
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zurückführen zu können, müssen wir uns zunächst überlegen, in 
welcher Weise wir uns den Aufbau des Fachwerkes so denken 
können, dafl stets jeder neue Knotenpunkt an 3 vorhandene durch 
je einen Stab angeschlossen wird. 

Dies geschieht folgendermaßen: 

Wir denken uns (Abb. 8) den Knotenpunkt 1* an die festen 
Punkte N/I und den freien Knotenpunkt 2' durch die Stäbe DJ, 
ö^* und T' angeschlossen. Infolge der Freiheit des Knoten- 
punktes 2* sind vorläufig noch 3 Bewegungsfreiheiten vorhanden. 
In derselben Weise ist jeder folgende Knotenpunkt der Zone z, 
m*, und zwar zunächst n', dann (n — 1)' usw. an die festen 
Punkte M — 1, J!f und den freien Knotenpunkt (m-\-iy ange- 
schlossen. Dies wiederholt sich, bis man wieder beim Knoten- 
punkte 2* ankommt. Dieser wird jetzt durch die Stäbe 2^» Grl 
und D' angeschlossen, wodurch die 3 Beweglichkeiten wieder auf- 
gehoben sind. 

In gleicher Weise geht man in den darüberliegenden Zonen 
vor, bis bei der Kuppel mit Spitze, der Spitzenknotenpunkt bei 

den Zuständen Z« = — 1, Xj = — 1, X^ = — 1 durch 

die drei notwendigen Stäbe angeschlossen wird. 



1) Die Verschiebungen der Zonenknotenpunkte. 

Nach dieser Auffassung vom Aufbau des Fachwerkes wird 
es sich also bei der Ermittelung der Verschiebungen der Zonen- 
knotenpunkte unserer Kuppeln, d. h. sämtlicher Knotenpunkte 
mit Ausnahme des Spitzenknotenpunktes bei der Kuppel mit 
Spitze stets um folgende Aufgabe handeln. (Abb. 19): 

Gegeben sind die Verschiebungen der 3 Knotenpunkte (m — l)*"'"^ 
m*""***, (w-j-l)**; un^ die folgenden Entwicklungen nicht 
zu komplizieren, nennen wir sie hier hier a, c, h. Die 
Verschiebungen sind gegeben durch ihre Komponenten 
auf die 3 Kraftrichtungen 

^at Vai ^o> ^et Vct ^c\ *^bt Vbt ^b» 

Femer ist gegeben der Punkt d (bezw. m*"), welcher 
mit den 3 anderen Punkten durch die elastischen Stäbe 

D^^i» Gl,* tI verbunden ist. 
Gesucht wird die Verschiebung des Punktes d, u. zw. in ihren 
Projektionen auf die 3 Kraftrichtungen x^t J/dt ^d* 
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Lösung. 

a) Bestimmung von z^ . (nach S. 10 und 11). 

Wir bringen im Punkte d (Abb. 19) in Richtung Z eine Kraft 
P=l an und ermitteln die Spannkräfte, welche diese gedachte 
Belastung in den 3 Anschluflstäben hervorruft. Die Gleichungen (2) 
und (3) auf S. 7 und 8 hier anzuwenden, empfiehlt sich nicht, 
weil die Endpunkte der 3 Stäbe nicht in einer wagerechten Ebene 
liegen. Wir stellen daher die 3 Gleichgewichtsbedingungen auf; 

1) i+(r;-«„i>;_i)sin-|-=o 

2) UdI,_i+ r;) cosy- (^;+ i5;_i) cos «r^o 

Aus 3) ergibt sich: 
Dies in 2) eingesetzt: 
Setzt man nun den Wert: 

f. — f 

^^I^m-'X = — Tfn 

in Gleichung 1) ein, so ergibt sich: 

t'' — 1 



2 sin -- 



2>»-i= + 



2 Wo sm -^ 



ö:=- ^ 



*** .^ ^ 

° 2 sm 



2 

Zerlegen wir diese drei gedachten Spannkräfte nach unseren 
drei Kraftrichtungen X, F, Z, so ergeben sich, unter Beachtung 
der in Abb. 15 angegebenen positiven Kraftrichtung, folgende 
Komponenten : 

Im Punkte a: 

— 51,-1 \X cos «*• -|- w« cos YJ; -|- ^^w-i sin a»"; — w« Dm-i sin -^ 

bezw. gleich: 
1 /, , a\ , A sin«*" 1 «tt 

I A cos «»• + W« cos -;s- 1; H » Ö" TT" 
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Im Punkte b: 



cc ^ t ^r , a 



— T^cosy; 0; +T«.smy bezw. gleich 



+ |cot-J; 0; — 1. 
Im Punkte c: 

T T 

— Gm, COS «*•; -|- (t,» sin «»"; ; bezjv. gleich 

, X cosaT X sin«** ^ 
„1 • • (j^ 

"^2010.«' 2aio.a' 

9 9 

Schreibt man nunmehr die Arbeitsgleichung (6) für den 
vorliegenden Fall an, so erhält man: 

1. Zd 
1 n . ^ I «n , A sin «♦• 1 öi„ 

2«,sin^L ^-1 ^«2sin|- ^ «« 

\ . a 1 , A cos a** X sin a** 

» sm y sm -2- 

l' .r ■ 1 . ^ AI 



jfA JdT . = — Ja''. 

CC "* . cc w — 1 /,i^ /y ^m 



2 coq sin 



2 sm -^ 2 «0 sm -^ "2 sm -^ 

Fassen wir hier die mit gleichen Faktoren versehenen Glieder 
in geeigneter Weise zusammen, so erhalten wir: 

—\ (a:« — Xc)i cos «»• + ((OuXa — (o^Xh) cos-|- — (Ay« — Xyc)s\n a' 



2 



+ -t/d^-l — Wo^4 -^^i'm + y( ~ '^«+^M' 



Führen wir nun unsere alten Bezeichnungen wieder ein, so 
erhalten wir folgenden allgemeinen Ausdruck: für 0'^^, d. h. für 
die ;3^-Komponente des dma aus Gleichung (14) S. 25, für die Zone r: 

Sachs, Berechnung räumlicher Fach werke. 3 
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(24) <, = 



-(y;"-\)-CO^^ Binar 
, 1 /«« r + 1 , r \ 

Diese Gleichung gilt allgemein, für jeden Knotenpunkt einer 
jeden Zone. Nur bei Kuppeln mit Laternenring ist zu beachten, 
daB z. B. für Zustand Xa = — 1 , an den Knotenpunkten m — 1 
und w-|-l nicht die Kraft 1, sondern die betrefTenden Kompo- 
nenten von Xa = — 1 wirken (vergl. S. 30), (-f- cos a) bezw. 
( — cos a). 

Daher ist: 

für Zustand Xa = — 1 bei Kuppeln mit Laternen- 
ring der Ausdruck für i?? _j. mit (+cosa)4 

der Ausdruck für 21] ^,. mit ( — cos ti) zu multi- 

(m + l)a ^^ ' 

plizieren. 

Man könnte nun die allgemeinen Ausdrücke für die beiden 
anderen Komponenten x^a und y,„a in gleicher Weise ableiten, 
d. h. indem man in der X- und F- Richtung Kräfte P= 1 anbringt, 
die hierdurch entstehenden gedachten Spannkräfte berechnet und 
dann in der Arbeitsgleichung die beiden P- Kräfte nacheinander 
gleich Null werden läflt 

Zu erheblich einfacheren Formeln und auf kürzerem Wege 
führt jedoch die folgende Erwägung zum Ziel: 

b) Bestimmung von rc^. 

Wir zeichnen nach dem auf S. 10 angegebenen Verfahren 
einen Verschiebungsplan nach Williot (Abb. 17) in der Horizontal- 
projektion: 

Von einem festen Pol 0' tragen wir die bekannten Ver- 
schiebungen Xb (nach dem Mittelpunkte gerichtet) und ^i, (senk- 
recht hierzu) ab; hierdurch erhalten wir die Projektion h' des 
Endpunktes der Verschiebung von 6. Hierauf tragen wir J tm 
nach Gröfle und Richtung auf, dann ist der eine geometrische 
Ort für 4* das s^uf dem Endpunkte von ^ ^^ errichtete Lot, Der 
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andere ergibt sich aus den bekannten Richtungen von xa und ^^ 
und der nach Gleichung (24) berechneten Gröfle von z^. 

Hiernach ergibt sich die folgende Gleichung: 

' ^d sin Y = ^ ^m + ^fr sin y -f. (xb + xa) cos y • 

Hieraus folgt für das gesuchte x^^: 

Xd = Qfd — zt) tg y — aJfi ^ • 

cos-J 

Führen wir wieder unsere Bezeichnungen ein, so erhalten 
wir folgenden allgemeinen Ausdruck für x^ , d. h. für die X-Kom- 
ponente des d^j^ ^tus Gleichung (14) S. 25, für Zone r: 

C25) <„= 

[r r 1 i, ^ r tna 



COS 



2 



In diesen Ausdruck ist jg^ aus Gleichung (24) einzusetzen. 

Die Gleichung gilt allgemein, für jeden Knotenpunkt einer 
jeden Zone, mit Ausnahme desjenigen, an welchem die statisch 
unbestimmte Kraft angreift. In diesem Punkte wirkt bei Kuppeln 
mit Spitze in der X- Richtung die Komponente — cos a^ bei 
Kuppeln mit Laternenring die Komponenten ( — sin a) an den 
Knotenpunkten (m — 1) und (m -f 1) (vergl. S. 30). 

Daher ist: 

a) bei Kuppeln mit Spitze für denjenigen Knoten- 
punkt, an welchem die statisch unbestimmte 
Kraft wirkt, der Ausdruck für x mit dem 
Faktor ( — cos a^) zu multiplizieren, 

b) bei Kuppeln mit Laternenring für Zustand 
Xu = — 1 der Ausdruck für x? n^ und x}.,. 
mit (— sin a) zu multiplizieren. 

c) Bestimmung von j/^. 

Unter Benutzung des soeben berechneten Wertes für .r^ er- 
halten wir eine bequeme Formel für yj, wenn wir wiederum den 
in Betracht kommenden Teil des Williotschen Verschiebungs- 
planes zeichnen, Abb. 16. Die Abbildung ist nach dem Voran- 
gegangenen so klar, daß einp besondere Erläuterung sich er- 
übrigt 

3* 



0D 



(Ä) 



Wir cdiahm sofort: 

yÄ= ycH- (.^d — -«c) cot iar — ^^ 



yjtniiip ' iinp 



•<:»rkf iKhulS.».« 



y« „ = *^' + R. - ^«T cot «- - 



^1 



n-B 



Für d iese Gkacämr^ gilt dascHjc, was bei Glcädkumg (25) 
becDCi^; die K&mpaocßtc: m der T^Rjd^tcmg ist Idcr bei Ki^Dpehi 
ndt SjÄze = sn «», 

Dtalwr iA bei soücäkeKi Kuj^^ehi 

für denjcBigea Knotenpunkt, an -wclclicin die 
statiscli unbestimmte Kraft wirkt, der Aus- 
druck fuT |f^« mit dem Faktor (-1- sin «t^ ru 
anultipl liieren. 
}£eim£t babcn wir sabmtlicbe i,t^„^ tritt' Ansnabroc des d««, 
d. i. der VcraciäebuBg der %BtBe beim Zustand J^ = — 1 be- 
^ämmt. 



2. Die Vcrscbicbung des Spitzeii-KiiDtenpnnktcs. 



Für diese V c i srihtfibimg laEaben iursr die ^K^mipicaiaKai j:»« 
und jBvu iffidi der um Voaxd^egangfCEnen entwri^^sätssi NteäkDde na 
bestimmöiL Fiir die Koinpcmenie y/,.« pk dann Gkncihmig (36^ 
-w^fcs axs einer Efitranhtimg der Abb. 11 berrargält. 

Dfrnkm war uns die Spitze durch die Kräfte jF^=: 1 und 
Ji = 1 in ^a- X- bezw, Z-Sinhrinig beiastet (Abb. 11), so hiTttm 
die dra Gk!i{;li^u'ichtsfaedTTigiiD|3!CD für die Spirae: 



3.) 



— X» — r — ^i^ 

G-r CDS BT^ U^: -*- frc, ^ CDS BC^ CDS Ä — J^J. = 



-» I 



7»^ 






^'^i + ^^H" ^ö ' sin uf*^ = 

{i-:^ — t-^j; ' CDS zf*^ sm Ä — ^ i<. = 0. 

5ßt35t mam ais ^) t^- = — \t-^iH-t^l in ^) ein, so er^üjt 

siria unter Berücfesichtiguig^ der BtaichuT^ 1 -^ cns jcr = 2 cos^ -^^ 






Aus ?) und -Q fal|Tt dscrm: 



l I 
* I 



«... 



i^-r ?^. ^^^^ .-> 



Ä 



4 cos Ä* • cn*^ >, 
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6) Ö2 = 



_, P..cotg|— P. 



4 cos a® • cos^ — 



—0 P 

7) Ö3 = + — 



2 cos a® cos^ -^ 



Zerlegt man, unter Berücksichtigung der in Abb. 15 an 
gegebenen positiven Richtung der Spannkräfte, diese 3 Spann- 
kräfte in den Punkten 1, 2, 3 in ihre Komponenten nach den 
Richtungen X^, F^, Z^, so ergibt sich, da in der letztgenannten 
Richtung keine Komponenten vorhanden sind: 

im Punkte 1: 

— (ri • COS «0; (?i • sin a^; 



im Punkte 2: 



— Gl ' cos a®; G2 • sin a^] 
im Punkte 3: 

— Ö3 • cos «ö; 0% • sin a®. 

Die Gleichung (6) von Seite 11 lautet nunmehr für den 
vorliegenden Fall: 

^) P,, • rzJo + Pz^o + gI sin «0 yi — ö? cos a^Xi 

-|- (?2 sin a°2/2 — Ö2 cos «^0:2 +0;^ sin a^y^ — Ö3 cos a^x^ 

a) Bestimmung von XqI 

Man erhält Xo aus obiger Gleichung 8), indem man 

P^=l und P,= 

setzt. 

Die gedachten Spannkräfte der 3 Spitzenstäbe werden dann : 

..0 1 



^l 


4 cos a® • cos* -^ 


Gl 


1—1 


' a 
2 cos a^ • cos* -^ 


Ol 


1 


4 cos a^ • cos* -3- 
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OCf 



Setzt man diese Werte in obige Gleichung 8) ein, so ergibt 
sich die einfache Beziehung: 



a 



4 • cos* -;^ 



4 cos «^ • cos* 



a 



(27) 



Dieser Ausdruck gilt für P, = 1. Nun wirkt aber in Rich- 
tung Pg die Komponente der betreffenden statisch unbestimmten 
Kraft, z.B. Za = — 1, die wir mit (— 1'**) bezeichnen. Mit 
diesem Wert ist Xq zu multiplizieren und wir erhalten: 

0/1-22/2+^3) tga«-(Xi-2.r2+.T3) J9\^--2Jgl^-^Jgl^ 



4 • cos^ 



a 



4 cos a® • cos* 



a 



(-i^'O 



(28) 



setzt. 



b) Bestimmung von Zq\ 

Man erhält jsq aus obiger Gleichung 8), indem man 

P,= l und P, = 

Die gedachten Spannkräfte der 3 Spitzenstäbe werden dann: 

5? = - 



2 cos a!^ sin a 



ol = ^ 



2 cos a® sin a 



Setzt man diese Werte in obige Gleichung 8) ein, so er- 
gibt sich die einfache Beziehung: 







.0 



Zo = - 



tg a® • (2/1 — 2/3) — C^'i — 0(^9) ^9ia — ^9^ 



2 sin a 2 cos a" sin a 

Bezeichnen wir mit ( — 1)*" die in die Z- Richtung fallende 
Komponente von Xa = — 1, so ist 



^0 



V^g «" 'O/l — ys) — (^1— ^s) _ ^gL~^ ^3a"| 

" L 2 sin a 2 cos a^ sin a J 



(-1) 



ta 



Nach Ermittelung von x^a und ^oa folgt, wie bereits er- 
wähnt, 

j/oa aus Gleichung (26). 

Hiernach sind sämtliche d^a der Gleichung (14), S. 25, er- 
mittelt. Die dtnb, imc .... ^mn ergeben sich dann durch Ver- 
tauschung des Index a mit 6, c n. 
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Aber auch die Verschiebungen der Knotenpunkte für den 
Fall, daß das Fachwerk nur Temperaturveränderungen um t^ 
unterworfen wird, lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (24) 
bis (28) berechnen. Man hat dann die in ihnen vorkommenden 
Längenänderungen zu berechnen nach der Beziehung 

J St= sts. 

Bei der Anwendung der Gleichungen hat man, wie auf 
S. 31 bereits angedeutet, von den Auflagerknotenpunkten aus- 
zugehen, deren Verschiebungen gleich Null angenommen werden. 

Es wird also: 

^+1 = «/-^^ = Z"*"^ = 

ma ^ma ma * 

wodurch sich die Berechnung der Verschiebungen der Knoten- 
punkte der 2:^^ Zone wesentlich vereinfacht. 

3. Ermittelung der gegenseitigen Verschiebung der 
Punkte, an denen die beiden Kräfte Xa = — 1, X^ = — 1, 

Xe = — 1 angreifen: 

äaat ^ahy dac ^atj ^bb USW. 

a) Für Kuppeln mit Spitze. 

Bei der Ermittelung dieser Verschiebungen handelt es sich 
stets um solche Knotenpunkte, deren Verschiebungen nach den 
3 Kraftrichtungen X, F, Z wir bereits nach dem vorhergehenden 
Abschnitt berechnet haben. Es kommt dabei immer der Spitzen- 
Knotenpunkt in Frage und ein Knotenpunkt der 1***^ Zone, nämlich 
derjenige, an welchem die dem betreffenden Zustande ent- 
sprechende Kraft Xa = — 1, Xb = — 1 usw. angreift. 

Bei der gegenseitigen Verschiebung, welche wir hier suchen, 
handelt es sich aber um die Summe der beiden Verschiebungen, 
welche jeder der beiden Knotenpunkte in Richtung der an ihm 
wirkenden Kraft 1 erleidet. 

Wir wollen diese Verschiebung des Spitzen-Knotenpunktes 
in Richtung der an ihm wirkenden Kraft 1 mit d® bezeichnen. 
Die Verschiebung des anderen Knotenpunktes in Richtung der 
an ihm wirkenden Kraft 1 sei d^. Unsere gesuchte Längen- 
änderung daay ^bby Sab USW. ist dann gleich d^-)-^^- 

Wir wollen diese beiden Summanden zunächst liir Zustand 
Xa = — 1 allgemein ausdrücken; ftir die anderen Zustände sind 
dann nur die Indizes zu vertauschen. 
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a) Die Verschiebung d^. 

Bekannt sind nach den Gleichungen (24) bis (26) die 
3 Seitenverschiebungen des betreffenden Knotenpunktes 



1 


l 


^ma* 


X , 


ma* 



y' 



ma 



Gesucht wird die Verschiebung in Richtung der Kraft 1. 

Die Verschiebung z^^^ steht senkrecht zur Kraft 1, hat also 1 

auf eine Verschiebung in dieser Richtung keinen Einfluß. 

Aus Abb. 18 erhalten wir d^ sofort als Differenz der Pro- 

jektionen von x^ und y^^ auf die Richtung der Kraft 1 ; 

cJ^ = — {x cos a^ — y^ sin a^) • 



b) Die Verschiebung d®. 

Diese Verschiebung können wir gleichfalls aus den bereits 
bekannten Seitenverschiebungen Xoay Voay Zoa [Gleichungen (26) 
bis (28)] herleiten. Dies ist jedoch hier dadurch kompliziert, daß 
die Richtung der Kraft 1 gegen die 3 Richtungen der bekannten 
Verschiebungen bei den verschiedenen Belastungszuständen nicht 
dieselbe bleibt, wie dies bei der vorhergehenden Entwickelung 
der Fall war. Wir leiten daher die allgemeine Formel wiederum 
nach Gleichung (6), S. 11 her. 

Bekannt sind nach den Gleichungen (24) bis (26) die Ver- 
schiebungen der 3 Knotenpunkte 1, 2, 3 der ersten Zone durch 

ihre je 3 Komponenten 

1 1 1 

^3a» ^aa» ^8a* 

Gesucht die Verschiebungen da, in Richtung der im Knoten- 
punkte angreifenden Kraft 1. 

Wir schreiben die Arbeitsgleichung (6) Seite 11 für Knoten- 
punkt Ü an und erhalten (vergl. Gleichung 8) auf Seite 37): 

l-'^«-öL-cos««*}„+ö«,.sin«Oy;„ 

Die Verschiebungen nach der ^-Richtung verschwinden, 
weil die Spannkräfte der 3 Stäbe in dieser Richtung keine Kom- 
ponente haben. 
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Hieraus ergibt sich: 

a 

+ ^;« [^l„ cos «» - !/;„ sin «0 + Jg^2 
+ ^L Na <=°s «• - yj, sin «0 + ^i,,„] 

+ ö^« [4. <^os «" - J/L sin «» + ^i^s J 
oder: 

5) d^^ = 2 &l [xl cos a» -yl sin aO-\- Jg..]. 

Unsere gesuchte Verschiebung ist daher: 

(29) iaa = 

3 

^ ^l Wa ^^^ "^ ~ Va S'" «^ + ^^«] - (^la ^^^ «" " 2/L * ^^^ «^) ' 

Hierin sind die Spannkräfte Q^ aus den Gleichungen (18) bis (20) 
einzuzetzen. 

Für die anderen Verschiebungen sind nur die Indizes sinn- 
gemäß einzuführen. 

So ist z. B. 

3 

2 Ol \x\ cos • a« — 2/6 sin a« -{-Jg^] — (.r^^ cos «« — yl^ sin a^) • 



(30) Allgemein ist: 

3 

d,,^ = 2 Gl [Xft cos a^ — 1//, sin a« ^ j g^ — (^^ ^ 3j^ cos a« _ y^^^ + j), sin aP) 
1 '^ 

Der Index jit entspricht hierbei dem Zustande X/4= — 1, 
wobei Xu die ia^ statisch unbestimmte Größe bedeutet. 

ß) für Kuppeln mit Laternenring. 

Auch hier handelt es sich (vergl. Seite 39) stets um die 
Verschiebung solcher Knotenpunkte, deren Verschiebungen nach 
den 3 Kraftrichtungen X, F, Z bereits nach dem vorhergehenden 
Abschnitt berechnet sind, und zwar um die Verschiebungen nach 
einer gegebenen vierten Richtung, nämlich der Richtung der 
betreffenden statisch unbestimmten Kraft. 

Wird z. B. dte gesucht, so sind (Abb. 22) die Verschiebungen 
der Knotenpunkte 1 und 3 in Richtung Xj, infolge Zc = — 1 auf- 
zusuchen. Wir bezeichnen sie mit d^ und dg. 

Bekannt sind nach Gleichungen (24) bis (26) die Ver- 
schiebungen der beiden Knotenpunkte nach den 3 Kraftrichtungen. 
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Es kommen hierbei nur die X- und die ^-Richtung in Betracht, 
da die F- Richtung senkrecht zum gesuchten dtc steht. 

Betrachten wir zunächst den Knotenpunkt 3. Wir zerlegen 
hier die bereits bekannten Verschiebungen x^c und z^c in ie 
2 Komponenten, die eine in Richtung Aj, d. h. Xt, die andere 
senkrecht hierzu. Für cR, kommen wieder nur die beiden ersteren 
in Betracht. 

Die Komponente von x^e ist: 

-[- x^c • sin (tt — a) = -f- Ä^sc sin a. 

Die Komponente von e^^ ^st: 

— sszc cos (tt — a) = -|- 53c cos a. 

Daher ist: 

Jj = ajjg sin a -\- z^c cos a. 

Am Knotenpunkte 1 ist 

die Komponente von x^c'- -\- «^'i c sin a, 
die Komponente von z^c'- — ^1 c cos a. 

Daher ist: 

cJj = iPi c sin a — z^c cos a. 
Unsere gesuchte Verschiebung ist gleich di-\-d^\ also: 

^bc = (^8C + OCie) sin « + (iTsc — -S'i c) COS a. 

Allgemein ist: 
(31) df,, = (a?(„n.i)v + a^(w-i)v) sin a + (^(«+i)v — ^(«--i)v) cos a. 

Hierdurch haben wir sämtliche Glieder der Gleichungen (14), 
S. 25 durch allgemein gültige Formeln ausgedrückt und können 
nun durch Einsetzen der aus diesen Formeln erhaltenen Werte die 

statisch unbestimmten Größen Z«, Xt^ Xc ohne Weiteres 

berechnen. 

Setzen wir dann die so erhaltenen Werte in die Gleichung (13), 
S. 23 ein, so erhalten wir jede wirklich auftretende Spannkraft S 
unserer statisch unbestimmten Kuppel. 



i 
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Vierter Teil. 



Anwendung der Formeln. 



Kap. 1. Feststellung der wirksamen iuBeren Kräfte. 

Die äußeren Kräfte, welche bei Dachkonstruktionen in Be- 
tracht kommen, die X, F-, Z- Kräfte unserer vorentwickelten 
Formeln, sind Winddruck, Schneelast und Eigengewicht. Auch 
diese Kräfte sind Funktionen der geometrischen Form der Kuppeln; 
wir können daher für ihre Komponenten nach den 3 gewählten 
Kraftrichtungen ganz allgemein gültige Beziehungen aufstellen. 

1) Der Winddruck. 

Für die Aufstellung der folgenden Beziehungen möge die 
Windrichtung parallel zu einer durch ein Gratstab polygon und 
die Mittelachse gehenden Ebene angenommen werden. Es wird 
dann zunächst darauf ankommen, den auf einen Knotenpunkt m** 
(Abb. 23) des genannten Gratstabpolygones entfallenden Wind- 
druck zu bestimmen. Die getroffene Fläche liegt eigentlich teils 
in der r*®", teils in der r — 1*®^ Zone. Es soll dafür annäherungs- 
weise die Ebene angenommen werden, welche senkrecht zur 
Winkelhalbierenden (TF-Richtung) steht. 

Es möge alsdann bezeichnen: 

p den Winddruck für das qm einer ±- Windrichtung 

stehenden Ebene, 
(f den Winkel zwischen p und der Horizontalen, 
xfj den Winkel zwischen p und der TF- Richtung, 
T den Winkel, welchen p mit einem Gratstabpolygon in 

der Horizontalprojektion bildet (Abb. 24), 
für das obengenannte Gratstabpolygon ist r = 0. 



44 N 

1^ die wirkliche Höhe eines Trapezes der r^^ Zone 
(Abb. 25), 

q,^ den Winkel, welchen die Projektion von jp auf die 
Gratstabebene mit der Horizontalen bildet. 

Betrachten wir nun zunächst die Knotenpunkte desjenigen 
Gratstabpolygones , welches parallel zur Windrichtung liegt, so 
ist der in einem Knotenpunkte wirksame Winddruck auf die 
Flächeneinheit gleich 

p . cos t//. 

Als die vom Winde getroffene Fläche (JF) kommen für einen 
Knotenpunkt m*' in Betracht (Abb. 25): 

a) 2 Vierecke von der Größe AB CD in der r*®^ Zone, 

b) 2 Vierecke von der Größe CDEF in der r— 1^^ Zone. 

Diese Fläche ergibt sich leicht zu: 

Drücken wir noch den Winkel %p durch die geometrischen 
Beziehungen der Kuppel aus, so ist 

xp z=2n ^— ' oT — (f 

= n '■ ^ — ' —' 

Ferner ist: ^ 

cm ' ! ' . 

2 



cos \p = sm 



Der auf einen Knotenpunkt wirksame Winddruck ist dann: 
W: = ^. sin -'^-^+^-^[k'-' (3 fi-f-'J+k"- (3 f+f^')] 

Jedes andere Gratstabpolygon bildet mit der Windrichtung 
in der Horizontalprojektion einen gewissen Winkel, der sich leicht 
aus unserem Polygonwinkel bestimmen läßt. Wir wollen ihn hier 
allgemein t nennen (Abb. 24). Aus der Abbildung ergibt sich 
sofort der in einem Knotenpunkte auf die Flächeneinheit wirksame 
Winddruck gleich 

p • cos (p • cos T ' cos x/j 
cos (p' 

Die Faktoren cos w und cos t rühren her von den Pro- 
jektionen der Krafteinheit p nacheinander auf die Horizontalebene 
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und auf die Ebene des Gratstabpolygons, der Quotient cos y' 
von der Rückwärtsprojektion aus der Horizontalebene, der Faktor 
cos \p von der Projektion in die Richtung ± getroffenen Ebene 
(S. 43). 

Ferner ist: 

tg «,' = p^^^ igy_ . 

^ P • cos (f ' cos T COS T 

Mit Berücksichtigung dieser Beziehungen ist der wirksame 
Winddruck in einem Knotenpunkte eines Gratstabpolygones, 
welches unter einem Winkel z gegen die Windrichtung in der 
•Q|N Horizontalprojektion geneigt ist, gleich 

W"^^ Ur-' (3 f + f-') + Ä^(3 f+ f^')] sin « -+ «'"' ±25? /i Z cos> sin^ 

o ^ 

Die Komponenten dieser Kraft in der Z- Richtung können 
wir vernachlässigen, weil sie zu beiden Seiten des zuerst be- 
trachteten Gratstabpolygones gleich groß und entgegengesetzt ge- 
richtet sind. Es kommen also nur die X- und F- Komponenten 
in Betracht. 

Der Projektionswinkel ist gleich 

,^ 27r — «'• + «'— 1 . ^ ,. 

2 TT — J (;r — a*^- 1) 

^^^^ ■■ ■ I ■ ■ ■ M ■ ■ • 

2 



Daher sind die Komponenten: 



(31 a) 



T^;=T^^ sin ""+/"' 

«r J 

TF„=Tr cos 



^ 2 



Bei der Schwedlerkuppel liegen die Knotenpunkte häufig 
auf einer Kugel. Alsdann vereinfacht sich der Ausdruck für die 
vom Winde getroffene Fläche. Diese ist dann bei einer w-seitigen 
Kuppel gleich (vgl. Abb. 27) 

F= ) 

n 

wobei 

Ä = ^ und r gleich dem Kugelradius ist. 

(31b) Gleichung (31) geht dann über in: 

W = (h -f-h ) ' sm ! ^ — ! — ^ . yl — cos2 f^ sm^ 



n 



-^ — '- • y i — cos* (f sm* r • 
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2. Schnee- und Eigenlast. 



Die Schnee- und Eigenlast werden auf das qm Horizontal- 
projektion bezogen. Die hierbei für einen Knotenpunkt in Be- 
tracht kommende Fläche ist in den Abb. 26 und 27 durch Schraffur 
hervorgehoben. Mit Benutzung des auf S. 44 für die wirkliche 
Fläche F entwickelten Ausdruckes erhält man als deren Horizontal- 
projektion 

F'=^^' [*"-' • (Sr + r"0 • cos ß""' + ¥ {%f-^f^') . cos f] . 
Hierbei ist (Abb. 26) : 

tg/f = |- und tg/J^- = ^. 

Die gesuchte Last wirkt dann nur in der F- Richtung. 
Ihre Größe ist: 

(32) P = | [A'""' (3^»' + f-^ . cos ß"--' + k^'i^f^f-^') . cosß''] . 
Für eine Kuppel vom Radius- r ist (Abb. 27) 

n ^ 

r\'2 



(32a) 



iP = r^ — - (r • cos a^-j--^) 

B] = y2 — yr . cos a'-' -f ^^) ' 

Mit Hilfe dieser, Beziehungen (31) bis (32) können also sämt- 
liche X, F-, ^-Kräfte unserer allgemeinen Formeln zur genauen 
Berechnung einer jeden Kuppel bestimmt werden. Eine solche 
Berechnung ist natürlich sehr umfangreich. Wir wollen daher im 
Folgenden von dieser absehen und, um die Anwendung unserer 
allgemeinen Formeln zu erweisen, als Zahlenbeispiele 2 Kuppeln 
wählen, bei welchen wir nur einen Knotenpunkt belastet denken. 



Kap. 2. Zahlenbeispiel einer 6- eckigen statisch bestimmten 

Schwedlerkuppel. (Abb. 28.) 

Die Berechnung geschieht nach den Formeln (7) bis (12). 
Die Knotenpunkte mögen auf einer Kugel vom Radius r = 7 m 
liegen. Größter Durchmesser des Kuppelgrundrisses 10 m. Der 
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Polygonwinkel a ist gleich 120^. Hieraus sind die in unseren 
Formeln vorkommenden Werte berechnet: 

sin a = 0,866 
siny= 0,866 

cos a= — 0,5 
cos — = -|- 0,5 
/i = 1,0 m 



i^ = 3,0 m 

0,603 m 
1,426 m 





0,37 


V- — 


0,77 


2 



1,09 


2 


0,653 


P — 


0,536 


C» 


— 3,32 


A* • sin « 


c^» 


1 41 


Ä* • sin a 


i,-*i 


<i 


— 3,32 


4 ^» • cos2 2 


<2 


1,4 


4 ^2 . COSÜ " 


«1 


— 1- 


«2 


— 3- 


«» 


— 5. 



a> = 16,750 

««= 35,50 

g^ == 2,088 m 

g^ = 2,457 m 

1)1 = 0,302 m 

^« = 2,14 m 

ci = c» = 1,732 m 

k^ = 1,834 m 

k^ = 2,244 m 

wj= 1,11 (Abb. 29) 

Belastungsannahme. 

Die Kuppel sei im Knotenpunkte 1^ durch eine Kraft 
P=: 5000 kg belastet. Ihre Richtung möge mit der Horizontalen 
den < y = 30O (Abb. 28) einschließen; der Winkel zwischen 
P • cos 300 und der Horizontalprojektion des Gratstabes sei 
r = 450. Dann ist 

X= 5000 • cos 30O . cos 450 = ^ 3100 kg 
r= 5000 • sin 300 = 2500 kg 

^=5000 . cos 30O . sin 450 = ^ 3100 kg. 

Alle übrigen Knotenpunke seien unbelastet. Durch diese 
Einzellast werden, wie eine Betrachtung des Fachwerks von vorn- 
herein leicht ergibt, nur die in der Abbildung stark ausgezogenen 
Stäbe gespannt. 

Berechnungsweise mit Hülfe von Einflußzahlen. 

Drückt man die durch die 3 Komponenten der Kraft P hervor- 
gerufene Spannkraft eines beliebigen Stabes aus durch die Beziehung 
(33) /^ = jc^ . X+ xy . F-|- X, . Z, 



48 

so erkennt man sogleich die Bedeutung der 3 ,, Einflußzahlen" je. 
Es ist nämlich: 

Xx die Größe der Spannkraft 8 für Zustand X = 1 

Xy »» »» I» »» '^ I» >» -*• J- 

Xg ff I) ff ff Ö f, n ^ '^^ 

Um nicht mit zu geringen Zahlen zu rechnen, wollen wir in 
den nachfolgenden Berechnungen nicht die Werte 1, sondern die 
Werte 1000 einsetzen. Die so erhaltenen Werte für die Einfluß- 
zahlen werden wir zum Schluß dann nicht mit wirklichen Werten 

X Y Z 

von Xf Y und Z multiplizieren, sondern mit . \Tit^ "^^ 



1000' 1000 1000 

Die Ermittelung der Einflußzahlen ist nun in der Weise 
erfolgt, daß die eingangs berechneten Werte in unsere Formeln 
(7) bis (12) eingesetzt wurden. So wurde z. B. 

Für T: 

xr = — 1000; 

xy = — 1000 . 3,32 = — 3320; 
1000 



2 . 0,866 



= — 578. 



Daher ist nach Gleichung (33): 
T; = - 1000 . 1^-3320 . 1^^-578.?^= 13192kg. 



1000 1000 1000 



Für Dl ist: 



«X 



1 



j-jj- [0 — 1000 + 0] == — 900 ; 






1,11 •2-0,866 = + ^^^ "^"- 



Für I^ ist: 



t 
xx = — + [0 + 0,77 • (— 900)] • 0,96 . 

— 1,4 {— [0 + 0,77 • (— 900)] • 0,29} — -^^ • (— 900) 

= + 558 ; 
xy = — 3000 . (- 0,62) = + 1860 ; 
X, == + 520 (— 0,62) = — 322 . 
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In dieser Weise and sämtlicke Spannkräfte ermittelt und in 
nadifolgender Tabelle zusammengestellt: 



Stab : 



r; 



*2 



Gl 
G 

O 



2 

« 

2 



G 



^6 



— 1000 

— 941 
+ 386 

+ 558 , 
4- 900 , 

— 900 ' 
+ 1217 

— 354 
+ 210 
— 1070 : 
+ 690 

— 690 
+ 1256 

— 990 
+ 188 

— 450 



— 3320 

-1200 
+ 1288 
+ 1860 
+ 3000 

— 3000 



X T Z 

*' * iöoo ^ ' iooö *• * iocX) 



— 57S — SlOO 



— 96 
+ 224 

— 322 
+ 520 
+ 520 



— 2917 
+ 1197 , 
+ 17:^ 
+ 27;^ 

— 2790 • 



— 8300 — 1792 

— 3000 — 298 I 

+ 3220 ' + 694 i 

+ 4650 . — 998 

' I 

+ 7500 + 1612 

7500 I + 1612 



i 

+ 2290 


+ 294 ' 

1 


+ 3770 


+ 5725 


+ 911 


— 1180 


-206 


Km ' 


2950 


039 


+ 690 


— 120 


+ 651 ' 


+ 1725 


- 372 


1780 

1 


+ 380 


— 3310 


— 4450 


+ 1178 


— 1150 


— 400 


+ 2139 


2875 


- 1240 


2300 


— 400 


— 2139 


-5750 


1240 


+ 1522 


— 200 


+ 3900 


+ 3800 


620 


— 2370 


— 356 


— 3069 


5925 


-1104 


+ 628 


+ 109 


+ 583 


+ 1570 


+ 338 


— 1500 


+ 260 


-1395 


-3750 


+ 806 



in kjr 

— 13192 

— 6215 
+ 5111 
+ 5382 
+ 11902 

— 8678 
+ 10206 

— 4686 
+ 21XV4 

— 6582 
-- 1976 

— 9129 
+ 7080 

— 10098 
+ 2491 

— 4339 



Kap. 3. Zahlenbeispiel eines einfach statisch unbestimmten Zelt- 
daches mit Spitze Ober 4 -eckigem QrundriD. (Abb. 30.) 

1. Allgemeines. 

Die Berechnung der Spannkräfte So für den Zustand X ~ 
ist hier erfolgt nach der graphischen Methode von Müller-Breslau 
(Zentralbl. d. Bauverw. 1891 und 1892), weil sie in dem vor- 
liegenden Falle besonders rasch zum Ziele fuhrt. Auch wäre unsere 
Gleichung (8) in diesem Sonderfalle nicht direkt anwendbar. Die 
Verschiebungen sind nach den Gleichungen (24) bis (26) ermittelt. 

Nicht berücksichtigt sind hierbei die Temperaturverände- 
rungen und die Verschiebungen der Auflagerknotenpunkte. 

Sachs, BerecluiiiDg nämlicher Fachwerke. 4 
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Die Hauptabmessungen und in Betracht kommenden Koeffi- 



zienten sind: 

sin a»- = 0,866 
cos «*• = 0,5 

/=^^=^2 = ~2,8m 

1 i 
«0 = 1 

«i = 0,5 

A^ = 0,7 
«0 = 1,06 

«« = 0,71 
X^ = 0,5. 



a = 90O 
sin a = 1 
cos a = 

sin ^ = cos -| = 0,707 

<2=4m 
Entfernung der Auflagerpunkte 

= 6m. 
Ao=Äi=Ä2 = 2,45m. 



2. Belastungsannahme. 

Das Dach sei im Knotenpunkte 4^ durch eine Kraft 
P= 10000 kg belastet. Ihre Richtung möge mit der Horizontalen 
den <J y = 45 ^ einschließen; der Winkel zwischen P • cos 45 ^ und 
der Horizontalprojektion des Gratstabes sei r = 30 ^. Dann ist 

X = lOpOO . cos 45 o . cos 30 o = ~ 6000 kg, 
F== 10000 . sin 45 o = ~ 7000 kg, 

^=—10000. cos 450. sin 30O = — 3500 kg. 

Alle übrigen Knotenpunkte seien unbelastet. 

3. Die Spannkräfte Sq für Zustand X=0. 

Die Berechnung der Spannkräfte ist wie bei dem vorigen Bei- 
spiele mit Hilfe von Einflußzahlen erfolgt. Die Ermittelung der 
Einflußzahlen selbst ist, wie bereits erwähnt, graphisch erfolgt. Die 
Ermittelung der Spannkräfte /% ist wiederum nach Gleichung (33) 
erfolgt. Sämtliche Resultate befinden sich in der Tabelle auf 
Seite 54. 



4. Die Spannkräfte Sa für Zustand jLa = — 1- 

Die Spannkräfte in den 3 Spitzenstäben erhalten wir sofort 
aus Gleichung (18) bis (20): 

Gl = + U 
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Diese Spannkräfte gehen, da weitere Kräfte nicht wirken, 

durch sämtliche Gratstäbe. Ebenso erhalten die Stäbe O] und 

G\ die Spannung — 1. Alle übrigen Stäbe bleiben spannungslos. 

Die Resultate sämtlicher Sa sind in der Tabelle auf Seite 54 
gleichfalls zusammengestellt. Die Einheit in der Tabelle ist 
das kg, wenn X« = — 1 ist. 

5. Die Längenänderungen J Sa für Zustand Xa = — 1. 

In den Gleichungen (24) bis (26) für die Verschiebungen 
kommen die Lähgenänderungen der einzelnen Stäbe beim 
Zustand X« = — 1 vor. Diesen Längenänderungen sind nur die 
Gratstäbe unterworfen, da alle anderen Stäbe spannungslos sind. 
Der Querschnitt der Gratstäbe sei durchweg 28 qcm. 

Der absolute Wert der Spannkräfte aller Gratstäbe ist gleich 
1 t. Daher ist deren Längenänderung nach Gleichung (5) durchweg 

^200^ = ^^'^^'='"' 

das obere Vorzeichen gilt für die gezogenen, das untere für die 
gedrückten Stäbe, 

6. Die Verschiebungen. 

a) die dma der Gleichung (14). 

Für die 12 Verschiebungen der 4 Knotenpunkte eines jeden 
Ringes stehen 12 Gleichungen zur Verfügung. Diese sind für die 
Knotenpunkte des 2*®*^ Ringes: 

(Der Uebersicht halber ist im folgenden der Zonenindex 
und der Index a fortgelassen.) 

Nach Gleichung (24): 

1) z,=- 3_ + 3. _ 0,0017 

2) ^, = -^ + |- + 0,0017 

3) ^3 = _ ^ _|. ^i _ 0,0017 

X, 



4) e, = - ^1- + q- + 0,0017 



I* 
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Nach Gleichung (25): 

O) X^ = Z^ ^2 ^2 

bj X^ = ^2 — ^3 '^S 

7) ^^3 = 'S's — ^4 — ^4 

8) Xi = -8'4 ^1 X^ . 

Nach Gleichung (26): 

9) y^ = 0,577 x, — 0,00577 

10) 2/2 = 0>577 ^2 + 0,00577 

11) i/3 = 0,577 0:3 — 0,00577 

12) 2/4 ==^ 0,577 x^ + 0,00577 . 

Die Auflösung der Gleichungen ergibt folgende Werte: 
x^ =0:3= + 0,0034 t/i = ^3 = — 0,0038 
x^ = x^ = — 0,0034 1/2 = 2/4 = + 0,0038 

^1 = 2*2 = ^3 = ^4 = . 

Für die Knotenpunkte des 1*®^ Ringes ist: 
Nach Gleichung (24): 

1) ^^=-0,0083-^ + ^- 

2) ^2 = + 0,0083-^ + -|- 

3) ^3 =-0,0083--^ + ^ 

4) ^4 = + 0,0083-|- + -5-- 

Nach Gleichung (25): 

*^) *^i ^^^ ^1 ^2 ^2 

6) ;r2 = Ä^2 — ^3 — ^3 

7) Xs = ^3 — ^8^4 — .T4 

8) a?4 = (^4 — ^1 — a^i) • (— y J • 

Der Faktor ( ^ J in Gleichung 8) rührt her von der 

Komponente der Kraft Xa=~l (vgl. S. 35). 
Nach Gleichung (26): 

9) y, = 0,577 x^ — 0,01153 

10) y^ = 0,577 ^2 + 0,01153 

11) ^3 = 0,577 0^8 — 0,01153 

12) 2/4 = (0,577 .r4 + 0,01 153) • 0.866 . 
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Der Faktor 0,866 in Gleichung 12) rührt her von der Kom- 
ponente der Kraft Xa = — 1 (vgl. S. 36). 

Die Auflösung der Gleichungen ei^bt folgende Werte: 

a?! = — 0.0102 y, = — 0,0174 
a^ == — 0,0013 3/2 = + 0,0108 

ar, = + 0,0051 y» = — 0,0085 

Xt = — 0,0128 y* = + 0,0036 

g^ = — 0,0038 

z^ = -{- 0,0077 

^5 = -j- 0,0038 

e^ = -{- 0,0115 . 

b) das d„a der Gleichung (14). 

Im allgemeinen wird es am einfachsten sein, nunmehr das 
daa nach Gleichung (29) zu ermitteln. In unserem Sonderfalle, 
in welchem alle Sa und JSa einander absolut gleich sind, fuhrt 
die auf S. 25 aufgestellte Beziehung 

l-daa = 2S„ . JSa = ^i^ • Q 

rascher zum Ziel. 

Da 11 Spannkräfte S« vorhanden sind, erhalten wir: 

, , 11-1* -280 ^„„ 
1 "^'- = -2000728" = ^'^''^ '='"• 

c) das da der Gleichung (14). 
Dieses wird nach Gleichung (5): 

Setzen wir nun die gefundenen Werte in Gleichung (14) 
ein, so lautet die Bestimmungsgleichung für Xa- 

0,005 Za = 6 . (— 0,0128) + 7 - 0,0036 — 3,5 . 0,0115 — 0,055 Z„. 

Hieraus ergibt sich 

Z« = ^ — 1,5 t = — 1500 kg. 

Nunmehr können sämtliche wirklich auftretenden Spann- 
kräfte 8 ermitteln nach Gleichung (13) : 

S= Sq — Sa^a. 

Die auf diese Weise berechneten Werte enthält nachstehende 
Tabelle in der letzten Rubrik. Als Einheit ist das kg gewählt: 
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Stab 


Xx 


Xy 


Xg 


X 

^''lOOO 


Y 

^»* 1000 


Z 

** *1000 


8, 


Sa 


8 


t: 


— 


710 


— 410 


710 


— 4260 


2870 


+ 2485 


— 4640 




— 4640 


rp2 

■^3 


+ 


380 


+ 210 


350 


+ 2280 


+ 1470 


+ 1225 


+ 4980 




+ 4980 


T^ 


— 


380 


— 210 


— 350 


— 2280 


+ 1470 


+ 1225 


— 2520 




— 2520 


Dl 




710 


410 


+ 700 


— 4260 


— 2870 


2450 


9580 




— 9580 


K 


— 


340 


— 200 


+ 330 


2040 


— 1400 


1150 


— 4600 




— 4600 


Dl 


+ 


710 


+ 410 


+ 700 


+ 4260 


+ 2870 


— 2450 


+ 4680 




+ 4680 


2>: 


+ 


340 


+ 200 


+ 330 


+ 2040 


+ 1400 


1155 


+ 2280 




+ 2280 


g: 


















+ 1 


+ 1500 


Ol 


















— 1 


— 1500 


Gl 


















+ 1 


+ 1500 


g:. 




















1500 


G\ 


— 


500 


— 290 


— 500 


— 3000 


— 2030 


+ 1750 


— 3280 


+ 1 


1780 


Gl 


















— 1 


1500 


Gl 
















- 


+ 1 


+ 1500 


Gl 


+ 


500 


875 


— 500 


+ 3000 


— 6125 


+ 1750 


— 1380 


— 1 


2880 


Gl 


— 


700 


390 


— 700 


— 4200 


2730 


+ 2450 


— 4480 


+ 1 


— 2980 


0^ 


















1 


— 1500 


Gl 




500 


— 290 


+ 500 


3000 


— 2030 


— 1750 


— 6780 


+ 1 


— 5280 


Gl 


+ 1180 


— 490 


— 170 


+ 7080 


— 3430 


+ 595 


+ 4250 


— 1 


+ 2750 



Probe. 

Wir legen einen Schnitt durch die mittlere Zone und prüfen 
die 3 Gleichgewichtsbedingungen: 

5X=0; :?r=0; ^^=0. 

-\-X-\-Q\ ' COS60O + ((?* + ADj) . cos 60° + «0 • 2>8 • cos450 + 

<»o . D^ . cos 45° = 
+ 6000 — 1500 . 0,5 + 2880 • 0,5 
+ 0,7 • 9580 . 0,5 — 1 • 9580 . 0,71 - 1 • 4680 • 0,71 = 
10793 — 10873 = ~ 0. 
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Y-\- ö^ sin 600 4- Gj . sin 60° + (öj + i D*) sin 60° 

4-((?J + /li)i)-sin60O = 

= 7000 — 1500 . 0,866 + 1500 • 0,866 — 2880 • 0,866 
— 0,7 . 9580 • 0,866 — 1780 • 0,866 + 0,7 • 4680 • 0,866 = 
11140 — 11140 = 0. 

Z+0\' cos 60O + ((?! + ADi) cos 60° 4- Mo . D\ - sin 45° + 

Wo-Dl- sin 45° = 
= — 3500 — 1500 . 0,5 — 1780 • 0,5 -f 0,7 • 4680 • 0,5 
+ 1 . 9580 . 0,71 — 1 • 4680 • 0,71 
= - 8460 4- 8440 = ~ 0. 



